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OPCIÓN A 

1. (3 puntos) Considere el siguiente sistema de ecuaciones ( )








=++
=+−+

=++

1

21

zyx

zymmx

mmzyx

 

  
a) (1 punto) Determine los valores del parámetro m para los que ese sistema de ecuaciones es compatible 
determinado, compatible indeterminado o incompatible  
b) (1 punto) Encuentre las soluciones de ese sistema cuando m = 1.  

c) (1 punto) Considere las matrices: ( )121,

0

1

1

−=
















−= DC   Determine el rango de la matriz pro-

ducto CD. 
 

( )

{ } ( )

2
2

)

1 1 1 1
1 1

1 1 0 1 1 1 1 1 1 0
0 1

1 1 1 0 0 1

1 0 1

1 0 rang A  = 3 = Número de incognitas Sistema Compatible Determinado

1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 2 0 1 0 1

1 1 1 1 0 0 0 0

a

m m
m

A m m m m m m m A m Si A
m

m

m m

m A

Si m

− −
= − = − − − = ⋅ = − − = −  = −  = 

−
−

− =  = 

∀ ∈ ℜ −  ≠  

=

   
   ≡ −   
   
   

( ) ( )

( ) ( )

rang A  = rang A/B  = 2 < Número de incognitas

Sistema Compatible Indeterminado

b)

Si m = 1 Sistema Compatible Indeterminado

1 1 1 1

0 1 0 1 2 1 1 1 1 2 , , 2 ,1,

0 0 0 0

y y x z x z Solución x y z

 



 
 −  − =  = −  − + =  = −   = − λ λ 
 
 

  

( ) ( )

)

1 1 2 1 1 2 1

1 1 2 1 1 2 1 0 0 0 rang CD  = 1

0 0 0 0 0 0 0

c

CD

− −     
     = − ⋅ − = − − ≡      
     
     
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2. (1,5 puntos) Determine la ecuación del plano que pasa por el punto (0 , 0 , 0) y contiene a la recta: 

2x - y - 2 = 0
r

3y - 2z + 4 = 0


≡ 


 

 
Para un plano π necesitamos un punto, el O(0,0,0) y dos vectores independientes, el director de la recta u y 
el OA, siendo A un punto de la recta. 

( )
        

2 2 3 2 2 2 4 6 6 2 4 0 2 6 2 3 1 : 2 2

1 3

x

y x x z x z z x z x r y

z

= λ
= −  ⋅ − − +  − − + =  = −  = −  = − + λ
 = − + λ

 

Punto A(0,-2,-1), vector director u = (1,2,3), otro vector OA = (0,-2,-1). 
x y z

Plano det (OX,u,OA) = 1 2 3 = x(-2+6) - y(-1-0) + z(-2) = 4x + y - 2z = 0

0 -2 -1

π ≡
���� ����

�

  

 
3. (4 puntos) 

 a) Considere la función: ( )
1

1
2 +

+=
x

x
xf . 

a.1.) (1 punto) Determine el dominio y las asíntotas de la función ( )xf  

a.2.) (1 punto) Determine los máximos y mínimos relativos de la función ( )xf .  

a.3.) (1 punto) Determine la recta tangente a la función ( )xf  en el punto x = 2. 

b) (1 punto) Calcule:  −
+−

dx
x

xx

1

332

 

 

( ) ( )

( )

2 2

2

2 2

2 22 2

.1)

1
1 0 1 1 Sin solución

1

1 1 1
1 11 1 0

lim lim lim lim 1
1 1 1 01 1 1 1

x x x x

a

x
f x x x x Dom f x

x
Asíntota vertical No existe

Asíntotas horizontales

x
x x x xy f x
x x

xx x
Existe asíntota ho

→∞ →∞ →∞ →∞

+=  + =  = −  = ± −   = ∈ ∀ℜ
+



+ + ++ ∞ +∞= = = = = = = = 
∞ ++ + ++

∞

( ) ( )

( )
2 2

2 22 2

, 1,

1 1 1
1 11 1 0

lim lim lim lim lim 1
1 1 1 0( ) 1 1 1 1

, 1,

x x x x x

rizontal y cuando x

x
x x x xy f x f x
x x

xx x

Existe asíntota horizontal y cuando x

→−∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

= → +∞
− + − + − +− + −∞ − ++∞= = − = = = = = = = − 

∞ +− + + ++
∞

= − → −∞
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Continuación del Problema 3 de la opción A 

( )

( ) ( )

2

2 2

2 22 2

.1)

1 1 1 1
1 111lim lim lim lim lim

1 11 1 1 1

1 0 1
0

1 0

lim lim

x x x x x

x x

a Continuación

Asíntotas oblicuas

x x
f x xx x x xm

x x x x x xx
xx x

No existe asíntota oblicua cuando x

f x f x
m

x x

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

→−∞ →+∞

+
+ + ++ ∞+ ∞= = = = = = = =

∞+ + ∞ ++
∞

+= = =  → +∞
∞∞ +

−
= = =

−

( )
( )

( )

2

2 2

22 2

2

1 1 1
1( ) 1 1

lim lim lim lim
11 1 1

1
1 1 0 1

0
1 1 0

1

x x x x

x x
x x x x x

x x x x xx
xx x

No existe asíntota oblicua cuando x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− + − + − +− + − + −∞= = = = =
− −∞− + − +− +

− + − + −∞= = = =  → −∞
−∞−∞ +−∞ +

−∞

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 




ℜ∈∀−>>+
<−>−>−

>
++

−
=>


++

−=
++

−−+=
+
+

+−+

=
+

+
+

−+
=

xsoluciónSinxx

xxx

xx

x
xfoCrecimient

xx

x

xx

xxx

x
x

xxx

x

x
x

x
x

xf

a

101

1101
0

11

1
0'

11

1

11

1

1
1

11

1

1
12

2
1

'

)2.

2222

2222

22

2

2

2

2

2

2

            ∞−              1           ∞  
x < 1 ( + ) ( - ) 

( ) 011 22 >++ xx  
( + ) ( + ) 

Solución  ( + ) ( - ) 
 
Crecimiento 1/ <ℜ∈∀ xx   Decrecimiento 1/ >ℜ∈∀ xx  

Máximo relativo en ( ) 2
2

22

2

2

11

11
11

2
===

+

+== fx  De crecimiento pasa a decrecimiento 

 

( )

( ) ( )
( )

0517255

525515252
25

5

5

53

25

5

55

1

1212

21
2'

5

53

5

3

12

12
2

)3.

22

2

=−+

+−=−−−=−













−=−=
++

−==

==
+

+=

yx

xyxy

fm

f

a
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( ) Kxxxtxxdt
t

xxdx
x

xx

dtdxtx

dx
x

dxdxxdx
x

xdx
x

xx

x
x

x

xx

x

x

xxx

xxx

b

+−++−=+−=+−=
−

+−

==−

=
−

+−=








−
+−=

−
+−


−

+−=
−

+−

−
+−

−+−

−+−



  

1ln2
2

1
ln2

2

11
2

2

1

1

33

1

1

1
2

1

1
2

1

33

1

1
2

1

33

1

22

32

2

133

)

222
2

22

2

2

 
  
 
 
4.- (1,5 puntos) Al 80 % de los alumnos de una clase les gusta el fútbol; al 40 % les gusta el balonmano y al  
30% les gustan ambos deportes. 
a) (0,75 puntos) Si se elige un alumno al azar, ¿cuál es la probabilidad de que le guste alguno de los dos  
deportes (uno o los dos)?  
b) (0,75 puntos) Se eligen 10 alumnos al azar con reemplazamiento, es decir, cada vez que se elige un 
alumno se le pregunta por sus gustos y se repone a la clase, pudiendo ser elegido nuevamente. Calcule la 
probabilidad de que solo a 3 les guste el fútbol (NO es preciso finalizar los cálculos, puede dejarse indicada 
la probabilidad, precisando los números que la definen y sin hacer los cálculos). 
 
Al 80 % de los alumnos de una clase les gusta el fútbol; al 40 % les gusta el balonmano y al 30% les gustan 
ambos deportes. 
a)  
(0,75 puntos) Si se elige un alumno al azar, ¿cuál es la probabilidad de que le guste alguno de los dos  
deportes (uno o los dos)?  
 
Sean los sucesos F = ”le gusta el fútbol”  y  B = “le gusta el balonmano”. 
Nos dan p(F) = 80% = 0’8, p(B) = 40% = 0’4, p(ambos deportes ) = p(F∩B) = 30% = 0’3   
 
Me están pidiendo p(alguno de los deportes) = p(F ∪B) = p(F) + p(B) - p(F∩B) = 0’8 + 0’4 - 0’3 = 0’9. 
b)  
(0,75 puntos) Se eligen 10 alumnos al azar con reemplazamiento, es decir, cada vez que se elige un alumno 
se le pregunta por sus gustos y se repone a la clase, pudiendo ser elegido nuevamente. Calcule la 
probabilidad de que solo a 3 les guste el fútbol (NO es preciso finalizar los cálculos, puede dejarse indicada 
la probabilidad, precisando los números que la definen y sin hacer los cálculos). 
 
Recordamos que si realizamos n veces (10) un experimento en el que podemos obtener éxito, F, con 
probabilidad p ( p(F) = 0’8) y fracaso, FC, con probabilidad q (q = 1 – p = 1 – 0’8 = 0’2), diremos que 
estamos ante una distribución binomial de parámetros n y p, y lo representaremos por B(n;p) .  
Es decir nuestra variable X sigue una binomial  B(n;p)  = B(10; 0’8) . 
 
En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su función de probabilidad , viene dada por: 

p(X = k) = (10 sobre k).0’8 k·0’2(10-k) = 
10

k
 
 
 

.0’8k·0’2(10-k). 

** (n sobre k) = 
n

k
 
 
 

 = (n!)/(k!.(n-k)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla  nCr   k “ 

En nuestro caso piden p(X = 3) = 
10

3
 
 
 

·0’83·0’27 = 
10!
3!·7!

·0’83·0’27 = 
10·9·8
3·2·1

·0’83·0’27 = 0’000786432. 
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OPCIÓN B 
 

1. (3 puntos) Considere la matriz: 
















=
301

000

103

A  

a) (1,5 puntos) Determine los valores del parámetro k para los que la matriz  A – kI tenga inversa, siendo I 
Ia matriz identidad de orden 3. 
 
b) (1,5 puntos) Encuentre la matriz X que verifica que: (� −3 �) X =2 I siendo I la matriz identidad de orden 3 
y A la matriz que aparece al comienzo del enunciado 
 
a) Una matriz tiene inversa siempre y cuando su determinante no sea nulo 
 

( )[ ] ( )

( ) ( )

( )

{ } ( ) 1

22

22

22

04,2,0

2
2

26

4
2

26

2

46
481460866

0

068068

16913
31

13

301

00

103

301

00

103

00

00

00

301

000

103

100

010

001

301

000

103

−−≠−−ℜ∈∀





















=−=

=+=


±==⋅⋅−−=∆=+−+

=

=+−⋅=−+−⋅−=−

=−+−⋅−=−−⋅−=
−

−
⋅−=

−
−

−
=−


















−
−

−
=

















−
















=
















⋅−
















=−

kIAExistekIAk

k

k
kkkk

k

kkkkIASikkkkIA

kkkkk
k

k
k

k

k

k

kIA

k

k

k

k

k

k

kkIA

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )

( )[ ] ( )

















−=

















−⋅=

















−=
















−⋅=−
















−=−

















−=−
















−=
















−
















=
















⋅−
















=−

−⋅
−

=−≠=−⋅−=+−⋅−=+⋅−⋅−=−

−⋅=−⋅=−⋅=−⋅−

−

−

−−−−

002

0
3

2
0

200

001

0
3

1
0

100

2

001

0
3

1
0

100

003

010

300

3

1
3

003

010

300

3

001

030

100

3

001

030

100

300

030

003

301

000

103

100

010

001

3

301

000

103

3

3
3

1
303139188333683

32323233

)

1

12

1111

X

XIAIAadj

IAIA

IAadj
IA

IAkIA

IAXIAIXIAIXIAIA

b

t

t

t
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2. (1,5 puntos) Considere el plano: : 2ax + y + az = 4π y la recta: 
2x + y + z = 2

r:
-x + y + 2z = -3




 según los valores de m   

 
a) (0,75puntos) Determine la posición del plano y la recta según los diferentes valores de a.  
b) (0,75 puntos) Para a = 2, determine la recta que es perpendicular al plano π y pasa por el punto P (0,1,0).  
 
a) Una recta y un plano pueden cortarse en un punto, pertenecer la recta al plano o ser paralelos. Si el sis-
tema que se forma con esas tres ecuaciones es compatible determinado, el plano y la recta se cortan en un 
punto, si son compatible indeterminados tendrán infinitos puntos comunes y la recta está contenida en el 
plano o, si el sistema es incompatible la recta y el plano son paralelos 
 

{ } ( )

( ) ( )

paralelossonplanoelyrrectaLaleIncompatibSistema

BArangArang

aSi

puntounencorseplanoelyrrectaLa

adoDeterCompatibleSistemaincognitasdeNúmeroArangAa

aaaASi

aaa
aa

aaaa

A

azyax

zyx

zyx

π

π



=≠=
















−
−

−≡
















−
−
−

−≡
















−−

=

==≠−ℜ∈∀

=−=−=+−=

+−=+−+−=
−−

−
⋅=

−−
−=−=









=++
−=++−

=++

3/2

2

3

4

000

211

530

2

3

4

530

211

530

4

3

2

112

211

112

1

tan

min301

1550550

552233
122

13
1

1022

103

112

12

211

112

42

32

22

 b) 
(0,75 puntos) Para a = 2, determine la recta que es perpendicular al plano π y pasa por el punto P(0, 1, 0).  
 
El plano con a = 2 es: : 4 2 4x y zπ + + = . El vector normal al plano es n = (4, 1, 2), que es el vector director 
u de la recta perpendicular.  

La recta pedida es: 
x - 0 y - 1 z - 0 x z

 =  =    = y - 1 = 
4 1 2 4 2

  

  
3. (4 puntos) 
  
a) (2 puntos) Determine los valores de los parámetros a, b y c para que la función:  

( ) ( ) cbxxaxf ++−= 31  
 
a.1.) Pase por el punto (1 , 1)  
a.2.) En el punto (1 , 1) su tangente tenga de pendiente 2.  
a.3.) En el punto x = 2 tenga un máximo relativo.  

b) (2 puntos) Determine el valor del límite: 
x

x

x xx

xx
13

2

2

2

2

23
lim

−

+∞→ 








−
+−

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 121
3

2

23023

112

03012302'

2211321'

1111111

13'

)

3

2

2

3

2

−+−−=





−==+
−==+










=+=+−=
==+−=

=+=+⋅+−=
+−=

xxxf

aa

cc

babaf

bbaf

cbcbaf

bxaxf

a
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Continuación del Problema 3 de la opción A 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
3

32

213
lim

13

2

2

23

3

2

3

3

333

3

3

2

23

32

2

2

2

213
lim

2

213

2

2

2

13

2

13

2

13

22

2
13

2

2
13

2

2

2

2

22

2

2

2

22

2

222

2

2

2

1

2

23
lim1

13
01

0030
2

1

12
3

6

2
1

12
3

6

lim

2

2
36

lim
2

236
lim

2

213
lim

2

2

1
1lim

2

2

1
1lim

2

2
1lim

2

2

2

2
lim

2

22
lim1

2

23
lim

0

03
1

1
3

1

1
3

lim

1
3

lim
13

lim

1
01

001
2

1

23
1

2
1

23
1

lim

2

2
3

lim
2

23
lim

)

2

2
2

2

2

2

2

22

2

222
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4. (1,5 puntos) En una empresa los trabajadores se clasifican en tres categorías: A, B y C. El 30 % de los 
trabajadores pertenecen a la categoría A; el 25 % a la categoría B y el resto a la categoría C.  

Además, se sabe que de los trabajadores de la categoría A un 5 % habla inglés; mientras que de la catego-
ría B un 20 % habla inglés y de los trabajadores de la categoría C un 60 % habla inglés.  
c) (0,75 puntos) Si se elige al azar un trabajador de la empresa, ¿Cuál es la probabilidad de que hable in-
glés?  
d) (0,75 puntos) Si se elige al azar un trabajador de la empresa y resulta que SI habla inglés, ¿Cuál es la 
probabilidad de que pertenezca a la categoría C? 
 
En una empresa los trabajadores se clasifican en tres categorías: A, B y C. El 30 % de los trabajadores 
pertenecen a la categoría A; el 25 % a la categoría B y el resto a la categoría C.  

Además, se sabe que de los trabajadores de la categoría A un 5 % habla inglés; mientras que de la catego-
ría B un 20 % habla inglés y de los trabajadores de la categoría C un 60 % habla inglés.  
c)  
(0,75 puntos) Si se elige al azar un trabajador de la empresa, ¿Cuál es la probabilidad de que hable inglés?  
 
Llamemos A, B, C, I  e  IC, a los sucesos siguientes, “trabajador de categoría A”, "trabajador de categoría B", 
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"trabajador de categoría C", “hablar inglés”  y  "no hablar inglés”, respectivamente.  
 
Datos del problema p(A) = 30% = 0’3; p(B) = 25% = 0’25; p(I/A) = 5% = 0’051; p(I/B) = 20% = 0’2, p(I/C) =  
= 60% = 0’6  ... 
 
Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de árbol (completamos las probabilidades sabiendo que la 
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1). 

 
c)  
(0,75 puntos) Si se elige al azar un trabajador de la empresa, ¿Cuál es la probabilidad de que hable inglés?  
 
Por el teorema de la Probabilidad Total : 
 
Me piden p(hablar inglés) = p(I) =  p(A).p(I/A) + p(B).p(I/B) + p(C).p(I/C) =  
= (0’3)·(0’05) + (0’25)·(0’2) + (0’45)·(0’6) = 67/200 = 0’335. 
d)  
(0,75 puntos) Si se elige al azar un trabajador de la empresa y resulta que SI habla inglés, ¿Cuál es la 
probabilidad de que pertenezca a la categoría C? 
 
Aplicando el teorema de Bayes, tenemos: 
 
Me piden p(ser de la categoría C sabiendo que habla inglés) =  

= p(C/I) = 
( ) ( )p C I  p C).p(C/I  (0'45)·(0'6) 
p(I) p(I) 0'335

∩
= =  = 54/67 ≅ 0’80597. 

 
 


